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Geometria 1I. Examen VII

Ejercicio 1 (2.5 puntos). Enuncia y demuestra el Teorema de Cayley Hamilton.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). En R? se considera la métrica g cuya matriz en la base
usual viene dada por:

G=DM(g,B,) =

S = W

1
1
1

N — O

y el endomorfismo f € End(R?) dado por:
f(l’,y72> - (2$+y+27—$—y—227$+y+22)

1. Comprueba que g es una métrica euclidea.

El enunciado ya nos afirma que es una métrica, por lo que solo es necesario que
sea euclidea (definida positiva). Para ello, compruebo que todos sus menores
principales son positivos:

3 1

3] =3>0 ‘1 1

‘:3—1:2>0 G| =6-3-2=1>0

Por tanto, tenemos que es definida positiva y, por tanto, euclidea.

2. iEs f autoadjunto respecto de la métrica g?

Tenemos que:
2 1 1

F=M(B)=| -1 -1 -2
1 1 2

Tenemos que F es autoadjunto respecto de (R?, g) <= F'G = GF:

2 —1 1 310 5 2 1

Fig=11 -1 1 111 ]=1211
1 -2 2 01 2 11 2

310 2 1 1 5 2 1
GF=[111 -1 -1 =2 |=(2 11
01 2 1 1 2 11 2

Por tanto, tenemos que si es autoadjunto respecto de g.

3. En caso afirmativo, encuentra una base ortonormal de vectores propios de f.

Calculamos en primer lugar el polinomio caracteristico:

2-X\ 1 1 3-x 1 1
PN =|F-XM|=| -1 —-1-X =2 |=| =3 —1-X =2 |[=
1 1 2-) 3-X 12—
3-x 1 1
=| -3 —1-X =2 :“_Awggﬁ-JiA‘:
0 0 1-2X
2—\ 1 1 1
= (1= —2—A—J—A‘ZG_AXZ_M’—1—J—A
= —M1-MN)(2-))
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Por tanto, los valores propios son {0, 1, 2}. Calculamos los subespacios propios:

x 20+y+2=0 1
Vo = y | eER¥| —2—y—-22=0 =L -3
z r+y+22=0 1
x r+y+2=0 0
Vi = y | eR| —2—2y—22=0 » =L 1
z r+y+2=0 —1
x y+z=0 1
Vy = y | eR¥| —2—-3y—22=0 ;=L -1
z r+y=0 1

Por tanto, tenemos que una base ortogonal de vectores propios es:

1 0 1
B = -3 ) 1 ) —1 = {61762763}
1 —1 1

Para que sea ortonormal, calculamos la norma de cada uno de los vectores. Al
no ser la base usual ortonormal con esta métrica, hemos de calcular la norma
de cada uno de los vectores:

310 1 1
glen,er)=(1 =3 1)1 11 -3 |=(0 -1 -1)[ =3 |=3-1=2
01 2 1 1
310 0 0
glea,es) = (0 1 —=1)f 1 1 1 1 |=(10-1) 1 |=1
12 -1 -1
310 1 1
gles,es) = (1 -1 1) 1 11 -1 |=(211)f-1]=2
01 2 1 1

Por tanto, tenemos que la base ortonormal de vectores propios de f es:

1 1 0 1 1

B={—| 3|, 1 |],—=[ -1
AW 1) V2

Ejercicio 3 (3 puntos). Responde a las siguientes cuestiones:

1. Encuentra, si es posible, un endomorfismo diagonalizable de R? que verifique
que:
Im(f) ={(z,y,2) € R’ |z +y + 2 =0}

y otro endomorfismo no diagonalizable de R? que verifique que:

Im(g) ={(z,y,2) eR* |z +y =0, y+2z=0}

b}
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y da su matriz en la base usual de R3.

Busco primero f. Como tengo que todos los endomorfismos autoadjuntos son
diagonalizables, busco que f sea autoadjunto. Como B, = {ey, es, e3} es orto-
normal para (R, (,)), si su matriz asociada en dicha base es simétrica, entonces
serd diagonalizable. Por tanto, a la hora de calcular la base de la imagen de f,
busco dos vectores que permitan que la matriz sea simétrica.

1 —1

Im(f)y=£L{| -1 |, | O = L{f(e1), fle2)}
0 1

Para elegir f(e3), quiero que sea combinacién lineal de los dos vectores que
generan la base. Por tanto, elijo:

fles) = —flez2) — fler)

Por tanto, tengo que:

M(f,B)=[ -1 0 1
0 1 -1

Tenemos que la imagen de f es la dada y, por ser su matriz respecto de una
base ortonormal simétrica es autoadjunto y, por tanto, diagonalizable.

Trabajamos ahora con g. Tenemos que:

1
Im(g) =L -1
1

Por tanto, sea g el endomorfismo con la siguiente matriz asociada:

1 00
G=M(g,B)=| -1 00
1 00

Tenemos que la imagen es la dada. Veamos que no es diagonalizable. Su poli-
nomio caracteristico es:

I-A 0 0
PN =] =1 =X 0 |=X01-)
I 0 -

dim Vp = dim Ker(g) =3 —dimIm(g) =1

Por tanto, como tenemos que las multiplicidades algebraicas y geométricas del
0 no coinciden, tenemos que no es diagonalizable.

6
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2. Sean (V,g) un EVM de dimensién 3 y B una base de V. Prueba que ¢ es una
métrica euclidea si y solo si:

Q22 Q23
32 Aa33

asz > 0 >0 |A| >0

donde

11 aiz2 A3
A= M(97 B) = Qg1 Q22 @23
a3; az2 a33

—) Suponemos g métrica euclidea. Entonces, A es definida positiva, por lo
que sus menores principales son positivos. Por tanto, |A| > 0. Ademaés,
aszz es el cuadrado del tercer vector de la base, por lo que también es

positivo. Nos falta ver que:

Q22 A23
a32 a3z

>0

Sea B = {e1, ey, e3}. Definiendo B = {e3, €9, €1}, tenemos que:

B a3z a3z a3l
A= M(97 B) = a3z Q22 (21
azyp asg1 a11

Como g es definida positiva, tengo que los menores principales de A tam-
bién. Por tanto,

Q22 A32
a3z Q33

a3z  G22 | C2eCh

az3 as2
az2 a22

Fo F
0< 221

a3z a3z

Por tanto, se tiene lo pedido.

<=) Suponemos g que métrica que cumple lo establecido en el enunciado.
Entonces, por ser una métrica y supuesto B = {ej, eq, €3}, tenemos que:

ai; = aji = g(ei, ;) = g(ej, €;)
Por tanto, definiendo B = {es, e, e1}, tenemos que:
33 az2 as1

A= M(gaB) = a3z a2z (21

az1 Aag1 A1l

Veamos si A es definida positiva.
|CL33| = Q33 > 0

Q22 A23
a3z Q33

a3z A22
a3z 32

a3z a32 Cae>C1

a3z a22

RBeFR Q22 0432 ’

a3z Q33
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a33 dazz G31 asy asg1 Al 11 Q921 0A31
121 . F32F1 03301 o
| \— 32 a2z (21 = — | Q32 G22 0421 = Q21 Qg2 Q32 | =
az1 dag1 a11 a33 dz2 31 a31 a3z Aas3

11 Q12 Q13
=] as ax azg | >0
a31 32 as3

Por tanto, tenemos que A es definida positiva y, como A ~, A, tenemos
que A también es definida positiva, por lo que g es una métrica euclidea.

Ejercicio 4. En (R3, g) encuentra, si es posible, una isometria f que lleve el subes-
pacio U en el subespacio W, donde:

U={2,y,2z€ R |z —2=0} W ={z,y,2 € R*| 2 = 0}
Si es posible, da M (f, B,), clasifica y describe la isometria f.

Sea B, = {ej, ez, e3}.

s

Observacion. Graficamente, deducimos que se trata de un giro de angulo 6 = J

sobre la recta L = L{es}. Esto nos ayuda en las suposiciones que hacemos.

Tenemos que:

0 1 1 1
U="CL (1] "7 (1) = {eQ,E(el—i—eg)}
W = L{es, e}
Definimos las condiciones para que f(U) = W de la siguiente forma:
fle2) = e
1

ﬁ[f(el) + fles)] = e

Ademds, imponemos como condicién que f(e3) = \%[61 +e3]. Por tanto, tenemos
1

que:
( 1
f(el) = \/561 — E[el + 63] = —2[61 — 63]

fle2) = e

1
fles) = E[el + €3]

\

Por tanto, tenemos que isometria buscada tiene como matriz en la base usual:

1 1 0 1
MB) =75 | 0 V2 0| e
-1 0 1
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Tenemos que se trata de una isometria, ya que su matriz respecto de la base usual
(que es ortonormal) es ortogonal. Esto se debe a que sus filas son base ortonormal
de R3.

Como ademés lleva una base de U en una base de W, tenemos que f(U) = W.



